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8. Soit V = P3. Posons
qi(z) =1, g2(z) =2 +1, g3(x) = 2% + z, qa(x) = 2° +a*.

Montrons que B = {q1, g2, ¢3, ¢4} est une base de V.
Indépendance linéaire. Supposons

aqi(x) +bga(x) + cqgs(z) + dga(z) = 0.
En développant et en regroupant par puissances de x :
(a+b)+ (b+c)z+ (c+d)x? +da® =0.

Par identification des coefficients, on obtient le systeme :

d=0,

c+d=0, G b d—
b+c=0,

a+b=0,

Ainsi, les polynomes ¢, g2, q3, g4 sont linéairement indépendants.
Génération. Soit p(x) = A+ Bx + Ca? + Da® € P3. Cherchons a,b,c,d € R tels que
p(z) = aqi(x) + bga(z) + cqs(x) + dqa().

Comme plus haut, ’égalité des coefficients impose :

d=D, d=D,
c+d=0C, ,. ¢c=C-D,
d’ou
b+c= B, b=B—-C+D,
a+b=2A, a=A—-B+C-D.

11 existe donc toujours des réels a, b, ¢, d réalisant p(x).
Donc B= (1, x + 1, 22 + x, 2 + 22) est une base de P3.

Théoréme 4.22 Théoreme de la base extraite

Soit V' un espace vectoriel. Soit S = {v1,va,...,v;} un ensemble de vecteurs de V et soit
W = Vect (v1,va,. .. ,vg) le sous-espace vectoriel de V' engendré par S.

1. Siun vecteur de S est combinaison linéaire des autres, on peut le supprimer sans changer
I’espace engendré : les autres vecteurs engendrent encore W.

2. Si W # {0y }, alors il existe un sous-ensemble de S qui est une base de W. Autrement
dit, il est possible d’extraire de ’ensemble S une base de W.

Démonstration. 1. Supposons que v s’écrit comme combinaison linéaire de vy, v, ..., V5_1
(si ce n’est pas le cas, il suffit de renuméroter les vecteurs) :

Vg = AMU1 + AoV + ...+ A 1Vk—1
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Soit maintenant w un vecteur quelconque de W. Comme S engendre W nous avons :

W= V1 + pv2 + ... + frp—1Vk—1 + UEVk
= p11v1 + oV + .o pp—1Vk—1 + g (A101 + A2+ Ao 1vk—1)
= (1 + preA1) v1 + (p2 + prA2) va + o+ (k-1 + peAk—1) V-1

ce qui montre que {vy,vs,...,v;_1} engendre encore W.

2. Si S est linéairement indépendant, alors S est une base. Sinon I'un des vecteurs de S est
une combinaison linéaire des autres et d’apres le point 1, on peut ’enlever. On continue
de la sorte jusqu’a ce que I’ensemble de vecteurs restant soit linéairement indépendant.

O

Théoréme 4.23

Soit V' un espace vectoriel qui admet B = (b, ...,b,) pour base.
Sim > n, alors tout ensemble de vecteurs de V' formé de m vecteurs est forcément linéairement
dépendant.

Démonstration. Soit {w, ..., wy}, avec m > n, un ensemble de vecteurs de V. Il faut montrer
que
Awi + Aows + -+ + AWy, = 0y (*)
possede une solution non triviale (A1, Az, ..., Ap) # (0,0,...,0).
Comme B = (by,bs,...,by,) est une base de V, tout vecteur de V peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de by, bs, ..., b,. En particulier

wy = a11b1 + a12by + - + a1 by
a21b1 + agabs + - - - + aspby,

w2

Wm amlbl + am2b2 +---+ amnbn

En remplacant dans (x) nous trouvons :
A1 (a11b1 4 a12ba + - - + a1nbn) + .o F A (@mab1 + amzba + -+ + amnby) = Oy
ou de maniere équivalente
(Ma1r + Aaaor + ...+ A1) b1 + ..o+ (Marn + Aaagn + ..o+ Ap@mn) by, = Oy

Comme B = (by,bs,...,b,) est une base de V, les vecteurs by, bo, ..., b, sont linéairement
indépendants et par conséquent, tous les coefficients de cette équation sont nuls :

()\1&11 + Xoagy + ...+ /\maml) by +...+ ()\1a1n + Xoasgy, + ...+ /\mamn) b, = 0y.
=0 =0

Nous trouvons ainsi un systéme de n équations homogenes & m inconnues (A1, Ag, ..., A\p,) :

a1iM +a21de+ ...+ amiA, =0

a1n>\1 -+ agn)\g + ...+ amn)\m =0
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Comme par hypothese m > n, le systeme possede des solutions non triviales, ce qui entraine
la dépendance linéaire des vecteurs wy, wa, . .., Wn. O

Corollaire 4.24

Soit V un espace vectoriel qui admet comme bases B = (b1, ba,...,b,) et C = (c1,¢,...,Cm).
Alors m = n.
Autrement dit, toutes les bases d’un espace vectoriel ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Soit (b1, ba,...,b,) et (c1,c2,...,¢n) deux bases de V.

Comme (by,...,b,) est une base et par définition les vecteurs ws, ..., w,, sont linéairement
indépendants, le théoreme 4.23 nous donne m < n.

En échangeant les roles de (by,ba,...,by) et (c1,¢2,...,¢n) nous obtenons n < m.

Par conséquent, m = n. L

Définition 4.25 Dimension d’un espace-vectoriel

Soit V' un espace vectoriel. Alors V est forcément dans I’'un des deux cas suivants :

1. V admet une famille génératrice avec un nombre fini d’éléments. Alors V' admet des
bases, qui ont toutes le méme nombre d’éléments. Dans ce cas, la dimension de V est le
nombre de vecteurs d’une base de V. Elle est notée dim V.

2. Si V n’admet pas de famille finie génératrice, on dira que V est de dimension infinie :
dimV = co.

Remarque 4.4.0.26. Comme {0y} est un ensemble linéairement dépendant, ’espace vectoriel
{0y} ne peut pas avoir de base et nous posons

dlm{OV} =0.
1 0 0
Exemples. 1. dim (R®) =3 car £ = 0f,]|1],|0 est une base de R3.
0 0 1
2. dim (R") = n car £ = (1, €3,...,e,) est une base de R".
3. dim (P2) = 3 car £ = (1,z,27) est une base de Ps.
4. dim (P,) =n+1 car &= (1,z,2%,...,2") est une base de P,.
5. dim (M2 2(R)) =4 car

e=(lo oo ol ol V)

est une base de Mj 2(R).
6. dim (M,, ,(R)) = mn.

7. L’ensemble des fonctions et ’ensemble des fonctions continues de R dans R sont deux
espaces vectoriels de dimension infinie.
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Remarque importante 4.27

A de rares exceptions pres, ce cours traitera essentiellement d’espaces vectoriels de dimension
finie.

Théoréme 4.28

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.

1. Tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants engendre V' ; c’est donc une base
de V.

2. Tout ensemble de n vecteurs qui engendre V est linéairement indépendant ; c’est donc
une base de V.

Remarque 4.4.0.29. Si la dimension n > 0 de l’espace vectoriel V' est connue, pour obtenir une
base de V il suffit de trouver :

— soit n vecteurs linéairement indépendants de V,

— soit un systéme générateur de V' formé de n vecteurs.

1 -2 1
Exemple. Montrer que B = 2(,1 11,10 est une base de R3.
3 0 0
1 -2 1
Comme dim (R3) = 3, il suffit de montrer que les trois vecteurs 2|, | 1 | et |0| sont
3 0 0
linéairement indépendants :
1 ) 1 0 AM—2X+2A3=0 A =0
/\1 2 +>\2 1 +>\3 of =10 = 2>\1+)\2:0 <~ )\2:0
3 0 0 0 3\ =0 A3 =0

Ainsi, les vecteurs donnés forment bien une base de R3.

Propriété 4.30

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.
1. Si m < n, alors un ensemble formé de m vecteurs de V n’engendre pas V.

2. Sim < n, alors un ensemble formé de m vecteurs linéairement indépendants de V' peut
étre complété pour former une base de V.

Exemple. Soit V = Ms(R), lespace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels. On a
dimV =4.

1. Considérons les trois matrices

1 0 1 1 0 1
Al:{o 0}’ Az:{o 0}’ AS:L o}'
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Ces matrices (m = 3 < 4) sont linéairement indépendantes.
En effet, si

A

10 11 011 [0 0
A {0 0}+A2{0 0}+A3{1 0}_{0 0}

{)\14—)\2 )\24’)\3}7{0 0
A3 0 00

alors

}i)\gio, A2 =0, A\; =0.

Ces matrices sont donc linéairement indépendantes. Mais elles n’engendrent pas tout
M5 (R) : toute combinaison linéaire est de la forme

< o
c 0]’
et ne permet pas d’obtenir de matrices dont le coefficient (2,2) est non nul. Ainsi,
Vect (A1, Aa, As) # Ma(R).
2. On peut compléter cet ensemble pour former une base de Mo (R) en ajoutant, par exemple,

AFP 0}.

0 1

5=(lo o lo o] i o] o 1))

est une base de M(R).

Alors

Propriété 4.31

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit W un sous-espace vectoriel de V. Nous
avons :

1. dimW < dimV.
2. SidimW =dimV alors W = V.

Démonstration. Soit (w1, ws, ..., w,,) une base de W.

1. Comme par définition les vecteurs wy,...,w,, sont linéairement indépendants, alors le
Théoreme 4.23 implique m < dim V.

2. Si m = dim V, alors par le Théoreme 4.28, point 1, les m vecteurs wy, . .., w,, engendrent
V et forment une base de V. Ainsi W = V.

O
Exemple. Soit V' = P53, de dimension 4.
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1. Considérons
W={peP;|p0)=0}={ax+bz*+ca®|a,bcecR}.
Alors {z, 2%, x®} engendre W et est linéairement indépendant, d’ott
dimW =3 <4 =dimV.

2. Sous-espace engendré par 4 polynémes indépendants.
Posons

a(@) =1 @@ =r+l, @@)=2"+2, @) ="+,

et soit W’ = Vect (q1,¢2,q3,94) C V.
Montrons que q1, g2, q3, g4 sont linéairement indépendants. Supposons

aqi(x) +bga(x) + cqs(z) + dga(z) = 0.
En identifiant les coefficients aprés développement :
(a+b+2c) + (b+d)x + cx* + da® = 0,

d’on le systeme

d=0,

¢=0, — a=b=c=d=0
b+d=0,

a+b+2c=0,

Ainsi, {q1,92,q3,q4} est libre, c’est donc une base de W’ = Vect (¢1, 2, g3, g4)-
On a donc W/ C P3 et dim W’ = 4 = dim P3. Donc W' = Ps.

Vecteur de coordonnées par rapport a une base

Théoréme 4.32 Coordonnées des vecteurs

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0.
Soit B = (b1,...,b,) une base de V. Alors tout vecteur v de V s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire de by,...,b, :

v = A1by + Xobs + ...+ Apbn, avec Aq,..., A\, €ER.

Démonstration. Soit v = A1by + ...+ Apby et v = p1by + ... + ppb, deux écritures de v. Nous
avons

Oy = (A1 — p1)b1 + ()\2 — Mg)bg + oo+ (A — fn)bn.
Comme les vecteurs by, ..., b, sont linéairement indépendants, nous trouvons A; — p; = 0
pour j =1,2,...,n,donc \j = p; pour j =1,2,...,n. O

Remarque 4.4.0.33. Un systéeme générateur « couvre » l'espace ; l'indépendance linéaire « évite
les redondances » . Une base « couvre sans redondances » .
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Définition 4.34 Coordonnées
Les nombres Aq,...,\, € R sont appelés coordonnées de v dans la base B.

Notation. Il suit du Théoreme 4.32 que pour tout choix d’une base B de V, nous pouvons

A
A2
associer le vecteur v € V au vecteur | . | € R", appelé vecteur des coordonnées de v dans la
An
base B, noté [v]g :
A1
A2
vV=MAMb1 +Xobo+ ...+ \b, €V & [’U}B: . e R"”
An

Attention! L’ordre des vecteurs de la base est important. Il détermine 'ordre des \; dans
Pécriture de [v]p

Exemples. 1. Trouver les coordonnées de ¥ = Lﬂ € R? par rapport  :

(a) la base canonique & = ([(ﬂ , {ﬂ) :

P-[-aleall] — w-[er

wwwse 5= ([T [1])

Nous cherchons A, 1 € R tels que
2] 1 1] |x+ u}
V= M _AM +“LJ - L—u :
Nous devons résoudre le systeme
Adpu=2 A=3
<~
A—p=4 w=-1

Nous avons donc
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2. Soit V=Pyet &= (1, x, x2) la base canonique de V' = P3. Nous avons :

2
px)=2-3z+T2° € Py <= [ple=|-3| €R?
7
En prenant B = (acQ, x, 1) nous trouvons :
7
p(x)=2-3x+722€Py <= [plp=|-3| €R?
2

Remarque 4.4.0.35. L’ordre des vecteurs dans une base est bel et bien important.

3. Soit V' = My 3(R) et £ la base canonique de V = M, 3(R). Nous avons :

4
5
|4 5 6 6 6
A= {7 3 9} EM33(R) = [Ale= 7 eR
8
9
Remarque 4.4.0.36. L’écriture d’un vecteur v € V sous la forme
v = Ab1 + Xobo + ...+ \by,
revient a exprimer v 4 l'aide des vecteurs de référence by, ..., b, de la base B. Les nombres
réels (A1,...,\n) jouent le réle des coordonnées de v : ils indiquent « combien de fois » chaque

vecteur de la base intervient dans la construction de v.

1l y a donc une correspondance entre [’espace vectoriel V' et l’espace concret R™, a condition
d’avoir choisi une base B.

Ainsi, le vecteur v appartient d un espace vectoriel V. quelconque (polynémes, matrices, fonc-
tions...), mais son vecteur de coordonnées [v|g appartient a R™, ce qui permet de travailler avec
les outils du chapitre 1. Tout cela nous sera trés utile a la section 4.6.2.

Noyau et image d’une matrice

Définition 4.37 Noyau d’une matrice

%
Soit A = (a;x) une matrice de taille m x n. L’ensemble des solutions de A7 = 0 est appelé

le noyau de la matrice A, noté Ker(A).

Ker(A) = {Z €R"|AT = 0} CR™.

Remarques 4.4.0.38. 1. Soit Ty: R — R™
— AT

)

alors Ker(Ts) = {@ € R* | Ta(Z) = 0 }, donc Ker(A) = Ker(Ts).



4.3. NOYAU ET IMAGE D’'UNE MATRICE 114

2. L’ensemble des solutions du systéme d’équations linéaires homogénes

a1171 + @122 + a1323 + - + a1,Tp = 0
(2171 + a22T2 + G23T3 + -+ + agpx, = 0
Am1%1 + QmaT2 + Gm3T3 + -+ GmnTp = 0

est le noyau de A.

Propriété 4.39

Ker(A) forme un sous-espace vectoriel de R™.

Démonstration. 1. Oin Ker(A) car AT =71,

2. Soit 7, € Ker(A). Ona A(Z+7) = AT +AY = 6>+6> = T donc 7+ € Ker(A).

3. Soit 7 € Ker(A) et A € R. On a ANT) = MAT = A0 = 0 donc A7 € Ker(A).

Remarque importante 4.40

- =
Si b # 0, alors les solutions du systeme inhomogene
_>
AZ =1

ne forment pas de sous-espace vectoriel de R™ car 7 = 0 nlest pas solution de ’équation.

%

Rappelons d’ailleurs qu’au chapitre 1, nous avons vu que ’ensemble des solutions de A7 = b
_)

est un translaté de I'ensemble des solutions de AZ = 0.

Théoréme 4.41

La dimension du noyau de A correspond au nombre de variables libres dans la résolution de

AT = 0.

Démonstration. Lorsqu’on résout le systeme homogene AZ = 0, la forme échelonnée de A

fait apparaitre p variables libres (associées aux colonnes non pivot) et n — p variables de base
(associées aux colonnes pivot).

Chaque solution est entierement déterminée par le choix arbitraire des p variables libres, les
variables de base se déduisant alors automatiquement des équations.

Ainsi, I'ensemble des solutions est un sous-espace de R™ décrit par p parametres indépen-
dants : c’est donc un sous-espace de dimension p.
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Autrement dit :
dim(ker(A)) = nombre de variables libres.

Exemples. 1. Considérons la matrice

%
On résout le systéme homogene A7 = 0.

1 2 3 1 2 3
A_{z 4 G}N{o 0 0}_R

On a un seul pivot, colonne 1, qui correspond & la variable de base. Les variables z2 et z3
sont libres.

Ainsi :
N -2 -3 —2 -3
AZ=0eZ=t|1]|4+ul0 ,t,u € R, donc Ker(A) = Vect 11,10
0 1 0 1
Donc dim(Ker(A4)) = 2.
2 -4 6
2. Soit A=1|-2 -4 2
4 8 —4
1 0 1
A~ |0 1 -—1]|, donc x; et x5 sont variables de base, et x3 libre.
0 0 O
N -1 -1
A7 =07 =t|1],teR, donc Ker(A) = Vect 1
1 1

Donc dim(Ker(A)) = 1.

Définition 4.42 Image d’une matrice

Soit A = [al e an] une matrice de taille m x n :

Le sous-espace vectoriel de R engendré par les n vecteurs colonne de la matrice A est appelé
image de A, noté Im(A) :

Im(A) = Vect (ﬂ, aj, ... ,a_%) Cc R™.

— —
Rappel. Pour T': R” — R™ linéaire, Im(T") = { b eR™ |37 eR",T(Z)= b }
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Propriété 4.43

Soit Ta: R"™ — R™ , alors Im(A) =Im(T4).

7 — AT
p . ., 77 -
Démonstration. 1. Tm(T4) € Im(A) : Soit b € Im(T4). Alors 37 € R" tel que Ta(Z) = b .
%
Or Ta(Z) = A7, donc 37 € R" tel que AT = b .
%
Donc 37 € R” tel que b = ma +ZC204_>2 + .- +xna_n>.
- -
Donc b € Vect (af,...,a,), donc b € Im(A).
— -
2. Im(A) C Im(Ty) : Soit b € Im(A). Alors b = Ajaf + Xo@ + - - - + Anatr, A; € R.
Donc
A1
To[@ @ e @]
An
A1
A2
Donc b = A | .
An
)\1 )\1
2 — A2
Ainsi il existe un vecteur de R™, | . |, telque b = A | .
An An
Donc b € Im(Ty).
O
Définition 4.44 Rang d’une matrice

La dimension du sous-espace des colonnes de A est appelée rang de la matrice A, noté rang(A) :

rang(A) = dim (Im(A)) .

2 -4 6 SN 2 —4 6
Exemple. Soit A= [-2 -4 2| = [al a3 GB] Im(A) = Veet [ |-2|,|-4|,] 2
4 8 —4 4 8 —4
2 —4 6
Mais |—2| — [—4| = | 2 |, donc ces trois vecteurs ne sont pas linéairement indépendants.

4 8 —4
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Par contre, {af, a3} est libre.
Donc Im(A) = Vect (af,a3) et dim(Im(A)) = 2 = rang(A).

Remarque importante 4.45

1 0
A~ |0 1 —1{ donc (H, @) correspond aux colonnes pivot de A.
0 0

Théoréme 4.46 rang(A) = rang(AT)

Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée.

rang(A) = dim (Im(A)) = dim(Im(AT)) = rang(AT).

Démonstration. Admis. O

Corollaire 4.47
Si A est de taille m x n, alors rang(A) < min(m,n).

Démonstration. Im(A) C R™, donc rang(A) < m.
Et Im(AT) C R™, donc rang(A) = rang(AT) < n. O

Théoreéme 4.48 A ~ B = rang(A) = rang(B)

Deux matrices équivalentes ont le méme rang :

A ~ B = rang(A) = rang(B)

Démonstration. Admis.

Idée : Cela repose sur la propriété que si E est inversible, alors rang(EA) = rang(A) Or
si A ~ B alors il existe un ensemble de matrices élémentaires inversibles E; telles que A =
Ey---E1B. O

Déterminer une base de Im(A)

Théoréme 4.49

Soit A une matrice de taille m x n et R une forme échelonnée réduite de A. Alors
1. Les colonnes pivots de R sont linéairement indépendantes.

2. Les colonnes pivots de A (donc celles qui correspondent aux colonnes pivots de R) sont
linéairement indépendantes.

3. Les colonnes non-pivots sont des combinaisons linéaires des autres colonnes.
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Remarque 4.4.0.50. Les opérations élémentaires sur les lignes préservent les relations d’indé-
pendance ou de dépendance linéaire des colonnes.

Démonstration. Soit R la forme échelonnée réduite par lignes de A.

1. Dans R, chaque colonne pivot contient un seul coefficient non nul, égal a 1, situé sur une
ligne distincte, et tous les autres coefficients de cette colonne sont nuls. Il est donc immédiat
que ces colonnes sont linéairement indépendantes (il suffit de I’écrire explicitement).

2. Comme R est obtenue a partir de A par des opérations élémentaires sur les lignes, il existe
une matrice inversible E telle que R = FA. Les colonnes de R sont donc les images des
colonnes de A par Papplication linéaire représentée par E. Or une application linéaire
inversible préserve les relations de dépendance linéaire :

E(clcﬁf—l—--ui—cpcﬁz)zo = clcﬁ—l—n-—i—cpcﬁzo.

Les colonnes pivots de A sont donc linéairement indépendantes.

3. Enfin, dans la forme échelonnée réduite R, chaque colonne non-pivot s’exprime comme
combinaison linéaire des colonnes pivots. En effet, R = F A avec E inversible signifie que
chaque colonne de R est obtenue en appliquant la méme combinaison linéaire (définie par
E) aux colonnes de A. Ainsi, toute relation entre colonnes dans R correspond & une relation
identique entre les colonnes de A, et les colonnes non-pivots de A sont des combinaisons
linéaires des colonnes pivots.

O

Stratégie pour trouver une base de Im(A) :
1. Echelonner et réduire A.

2. Les colonnes de A qui correspondent aux colonnes pivots de R forment une base de
Im(A).
Plus généralement, si A a k colonnes pivot, tout ensemble linéairement indépendant de
k colonnes de A forme une base de Im(A).

Cas particulier : Si A est de taille m x n et si R a un pivot sur chaque ligne (autrement dit, si
R a m pivots), alors rang(A) = dim(Im(A)) = m. Dans ce cas, Im(A4) = R™ et tout ensemble
libre de m vecteurs de R™ constitue une base de Im(A).

Remarque importante 4.52

Attention ! De maniere générale, les colonnes pivot de R ne constituent pas une base de Im(A) :
elles appartiennent & Im(R), pas & Im(A).

Exemple.
1 21 1 0 -3
A:{H@@}: 1 0 3/ ~1l0 1 2 :[7‘_1)7“_2)7?,)}:3
1 4 5 0 0 O
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Ainsi, dim(Im(A)) = rang(A) = 2 et nous pouvons prendre

(at,

S

) ou (aj,a3) ou (a3, al)

comme base de Im(A). Par contre, nous ne pouvons pas prendre ici (T_1>,’r'_2>) comme base de
Im(A) car la troisieme composante des vecteurs 71 et 75 est nulle. Donc aucune colonne de A

n’appartient a Vect (7’—1>, r—2>)
Nous remarquons néanmoins que les colonnes de A et R ont la méme relation de dépendance
linéaire :
T4 =37 +27 et a;=—3a +2a.

Remarque 4.4.0.53. En résumé :

— Colonnes pivots de A : base de Im(A).

— Nombre de variables libres : nombre de vecteurs dans la base de Ker(A)
On a donc le théoréme suivant.

Théoreme 4.54 Théoreme du rang

Soit A une matrice de taille m x n. Nous avons

dim (Ker(A)) + rang(A) = n.

Démonstration. Nous avons

(nombre de variables libres) + (nombre de pivots) = (nombre d’inconnues)

Remarque importante 4.55

Attention ! Le nombre de colonnes non pivot de A nous donne la dimension de Ker(A), mais
il est faux en général que les colonnes non pivot de A sont dans Ker(A). Cela n’a en fait pas
de sens, en général.

En effet, si A est de taille m x n, alors les colonnes de A sont des vecteurs de R™, mais
Ker(A4) Cc R™

2 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3
Exemples. 1. A=1{1 -2 2 3 —-1|~|0 0 1 2 =2
2 4 5 8 —4 0 0 0 0 O

x1,x3 sont des variables de base et xs, x4, x5 sont des variables libres.
On a donc immédiatement Tm(A) = Vect (ai,a3) et dimKer(A) = 3.
Déterminons Ker(A).
r1 = 229 + x4 — 375

x9 libre, r € R
Ker(A) : T3 = —2x4 + 225

x4 libre, s € R

xs libre, t € R
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Donc
2 1 -3
1 0 0
76Ker(A)<:>?:T O +s|—2|+t]| 2 |,rsteR.
0 1 0
0 0 1

Ces trois vecteurs engendrent Ker(A) qui est de dimension 3, ils constituent donc une base

de Ker(A).
1 2 3
2. Déterminer le noyau et I'image de A= |1 0 1].
1 45
1 2 3 1 0 1
A=11 0 1{~ |0 1 1| =R
1 45 0 00

B dim (Ker(A4)) =3-2=1
rang(4) =2 = { dim (Im(A)) = 2

Systeme homogene associé a R :

r+z=0 T=-z (2 variables de base)
< . .
y+2=0 y=—2 1 variable libre
T -1
Solution générale : |y| =t |—1|, avect € R
z 1
-1
Donc Ker(A) = Vect -1
1

Comme dim (Im(A)) = 2, il faut choisir deux colonnes de A linéairement indépendantes
pour avoir une base de Im(A4). Par exemple,

1 2 1 3 2 3
Im(A) =Vect [ |1]|, |0 ), Im(A)=Vect| [1|,|1]| |, Im(A)=Vect| [0], |1
1 4 1 5 4 5
2 1
Remarques 4.4.0.56. (a) Nous pouvons remplacer |0| par |0| ci-dessus.
4 2

(b) Nous avons ici

Im(R) = Vect [ |0], |1 et Im(A) # Vect [ |0], |1
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3. Déterminer le noyau et 'image de la matrice

1 2 1 3 5
A=12 -1 -3 0 3
3 0 -3 2 71
1 2 1 3 5 10 -1 0 1
A=12 -1 -3 0 3{~|0 1 1 0 —-1|=R
3 0 -3 2 7 00 0 1 2
dim (Ker(A)) =5—-3 =
A)=3=
rang(4) {dim (Im(A)) =
Comme dim (Im(A)) = 3 et Im(A) C R? on a Im(A) = R3.
Systeme homogene associé a R :
1’1—1’3+£L'5:0 1 = T3 — Ty
To+ax3—x5=0=< 0 =—x3+ T5
x4+ 225 =0 Ty = —2x5
X 1 -1
X2 -1 1
Solution générale : |x3| =s| 1 | +t| 0 |, avec s,t € R.
Ty 0 -2
ZIs 0 1
1 -1
-1 1
Donc Ker(A) = Vect 11,10
0 -2
0 1

Corollaire 4.57

Si A est une matrice n X n, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.
2. rang(A) = n.
3. dimKer(A) = 0.

Démonstration. Il s’agit du théoreme du rang 4.54 appliqué au théoreme de caractérisation des
matrices inversibles 2.23. O
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Rang et systeme d’équations linéaires

Considérons a nouveau le systeme d’équations linéaires a m équations et n inconnues :

1121 + @12%2 + 013%3 + - - + A1 Ty = by (1)

a21%1 + A22%2 + A3T3 + - -+ + A2pTy = b (2)

a3171 + a32T2 + a33x3 + - - + a3 Ty = b3 (3) (%)
Am1%1 + Gm2T2 + Apm3x3 + -+ ATy = bm (m)

Nous avons vu que nous pouvons exprimer ce systeme sous forme matricielle :

AT =1

ol A€ Mun(R), T €R" et b € R™

De plus, nous avons défini la matrice augmentée associée au systéme (%) :

ail @12 - Qln b1
a1 Q22 - A2p bo
am1 Am2 o Qmn bm

Les résultats obtenus au chapitre 1 peuvent se reformuler de la maniere suivante :

Théoréme 4.58

%
1. Sirang(A) < rang ([A | b ]) alors le systeme n’a pas de solution.
_)
2. Sirang(A) = rang ( [A | b ]) = n alors le systéme posseéde une solution unique.
AT

3. Sirang(A) = rang ([ | ]) < n alors le systeme possede une infinité de solutions.

Démonstration. Nous avons vu que les opérations élémentaires sur les lignes ne changent ni le
rang ni les solutions du systeme. Par conséquent, il suffit de considérer la matrice échelonnée-
réduite associée au systeme :

1 0 0 = * %
0 1 0 =% * %
0 0 1 =« * %
0 00 O 0 =*
0 0 0 O 0 x|

pour conclure. O
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Espace des lignes d’'une matrice

Définition 4.59 Vecteurs lignes, sous-espace des lignes, rang d’une matrice

Soit A une matrice de taille m x n :

a1l aiz - QAin
a1 Q22 - Q2n
A =
Am1 Am2 o Amn
Les vecteurs
ail a21 Am1
= a2 — 22 = Am?2
61 = ) £2 = o ) P fm =
A1n A2 Amn,

sont les vecteurs colonnes de A”. Nous dirons que ce sont les vecteurs ligne de la matrice A.
Le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les m vecteurs ligne de la matrice A est appelé
sous-espace des lignes de A, noté Lgn(A) :

Lgn(A) = Vect (E_f, 6_;, . ,E_m>) CcR"

Remarque 4.4.0.60. 1. Lgn(A) = Im(A”) et Lgn(AT) = Im(A).
2. Comme rang(A) = rang(A7T), rang(A) = dim(Lgn(A)).

1 2 3

4
%
4 5 6 etfgzg.

W N =

_)
Exemple. Soit A = { } € M3 3(R). Nous avons ¢ =

- =
Et, rang(A) = 2 car les vecteurs £; et ¢y sont linéairement indépendants.

Propriété 4.61

Si A et C sont deux matrices équivalentes alors

Lgn(A) = Lgn(C).

Démonstration. Comme A ~ C| les lignes de la matrice C' peuvent étre obtenues a partir de
celles de la matrice A a 'aide des opérations élémentaires sur les lignes. Par conséquent, les
lignes de C sont des combinaisons linéaires des lignes de A et de ce fait, elles se trouvent dans
le sous-espace des lignes de A, ce qui implique

Lgn(C) C Lgn(A).
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En inversant le role de A et C nous trouvons
Lgn(A) C Lgn(C),
ce qui nous donne 1’égalité cherchée. O

Remarque 4.4.0.62. Nous retrouvons le théoréme 4.48 : si A et C sont deuzx matrices équivalentes

alors
rang(A) = rang(C).

Remarque 4.4.0.63. Si R est une matrice échelonnée-réduite avec r lignes non-nulles :

1 0 0 = *
o 1 0 *x - % r lignes non-nulles
0o 0 1 *x - %
R =
0 0 0 O 0
o o0 o o - 0

alors les r lignes non-nulles sont automatiquement linéairement indépendantes et de ce fait,
forment une base du sous-espace des lignes de R. Il s’en suit que

rang(R) = r.

Remarque 4.4.0.64. Soit A une matrice de taille m x n et soit R la matrice échelonnée-réduite
associée a la matrice A. Nous avons

Lgn(A) = Lgn(R)

et il est pratique d’utiliser ’ensemble formé des r lignes non-nulles de R comme base de Lgn(A).

De plus, pour calculer le rang d’une matrice quelconque A, il suffit de compter le nombre de
lignes non-nulles de R (ou le nombre de lignes non-nulles de toute matrice échelonnée associée
aA).

Exemples. 1. Comme

1 21 10 -3
A=1|-1 0 3|~ |0 1 2| =R
1 4 5 00 0
nous trouvons
rang(A) = 2
1 0
et nous pouvons prendre 01,]|1 comme base de Lgn(A).
-3 2
Tout vecteur de Lgn(A) peut s’écrire sous la forme
1 0 A
A O +p|lf = I , avec A\, u € R.

-3 2 2 — 3\
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De ce fait, nous avons un moyen simple de caractériser appartenance a Lgn(A) :

U1
7 = |v2| € Lgn(A) <— w3 =2vy — 3u;
U3

Bien entendu, comme dim (Lgn(A)) = 2, pour avoir d’autres bases de Lgn(A) il suffit de
choisir deux lignes de A linéairement indépendantes :

17 [-1 17 1 -11 1
21,10 , 2(, 4 ou 01,4
1 3 1 |5 3 5
2 ~1 3
2. Soit W = Vect (01,03, 03) on v = 3|, 3= | 5 | et v = |—2].
5 4 1

Calculer dim W et donner une base de W.
Soit A la matrice dont les lignes sont les vecteurs "u_f, v_2>, v3. Nous avons donc

W =Lgn(A4) et dimW =rang(A4).

L’échelonnement et la réduction de la matrice A nous donne :

2 3 5 1 01
A=1|-1 5 4|~ |0 1 1| =R
3 -2 1 0 0 O

Comme rang(A) = 2 nous trouvons ainsi
dimW = 2.

Comme il n’y a pas vecteurs ligne colinéaires, nous avons ces choix de base de W :

1
(v1,v3), (v1,03), (v3,03), o, |1
1 1

1 0 A
MO +p |1 = uw |, avec A\, pu€R,
1 1 A+

nous avons un moyen simple de caractériser 'appartenance a W :

w1
w= |we| eW <= w3=w+ws
w3
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Ainsi, nous vérifions immédiatement que
2025
2026| € W (car 2025 4 2026 = 4051).
4051
123
456| ¢ W (car 123 4+ 456 = 579 # 789).
789
Remarques 4.4.0.65. Le calcul est plus long en wutilisant les bases (v_f,v_z)), (v_f,@) et
(v3,3).

EXd Applications linéaires
Définition et propriétés

Définition 4.66

Application linéaire entre espaces vectoriels
Soit V', W deux espaces vectoriels.

Soit T': V' — W une transformation. On dit que T est une application linéaire (ou transfor-
mation linéaire) si

1. T(u+v) =T (u) + T(v) pour tout u,v € V.
2. T(Au) = M\T'(u) pour tout u € V et A € R.

Exemples. 1. T: P3 — Py est linéaire (dérivée)
p —p
Eneffet, T(p+q)=(p+q) =0 +¢ =T(p) +T(q)
T(Ap) = (Ap)" = Ap' = AT'(p)
2. T: P3 —R
p— fy p(a)da

En effet, T(p+q) = f) (p + q)(x) dz = [ (p(x) + q(x)) d

est linéaire.

1 1
:/O p(z) dz+/0 q(z)dz =T(p) +T(q)

T(\p) = / () () di = / o) dr = \ / p(x) dz = NT(p)

Propriété 4.67 T(0v)
Si T :V — W est une application linéaire alors T'(0y) = Oy .

Démonstration. Nous avons : T'(0y) = T(0u) = 0T (u) = Ow
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Remarque 4.4.0.68. De maniére équivalente : Si T(0y) # Ow alors T : V. — W n’est pas une
application linéaire.

On a donc un critére simple pour décider si une transformation n’est pas une application
linéaire.

Attention ! Si T(0y) = Ow, alors T n’est pas forcément linéaire.

Propriété 4.69 Principe de superposition

Soit T': V' — W une application linéaire. Alors :
1. T(Au + pv) = AT (u) + pT'(v) pour tout u,v € Vet A,u € R

2. Principe de superposition :
T()\lul + Aotg + ...+ )\kuk) = )\1T(U1) + )\QT(U2) + ...+ )\kT(uk)

pour tout uy,...,ur € Vet A\,..., A\ €R.

Démonstration. 1. T(Au+ pv) = T(Au) + T(pv) = AT (u) + pT'(v)

2. 1l suffit d’écrire Adjug + Agug +. .. + Agur = Ayug + (Agua + ... + A\guy) et utiliser la partie
a. (plusieurs fois).
O

Matrice associée a une application linéaire 7' : V — W

Rappel. Si 7T: R™ — R™ est une application linéaire, alors on peut lui associer la matrice

7 — AT

de taille m x n dont les colonnes sont les images des n vecteurs de la base canonique de R™ :

A=[TE) T@E) - T
appelée matrice canoniquement associée a T

Nous allons voir maintenant comment associer une matrice a une application linéaire T :
V — W ou V, W sont des espaces vectoriels quelconques.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n > 0. Soit B = (b1, b2, ... ,b,) une base de V.
Nous avons vu que tout vecteur v € V' s’écrit de maniere unique :

v =MAby + Xobo+ ...+ Apb,, avec Ay, Ao,..., A, ER

et nous avons noté
A1
[’U]B =]:1]€ R"
An

le vecteur de coordonnées de v dans la base B.
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Théoréme 4.70

L’application @: V — R™ est linéaire et bijective.
v — Vs
Cette application s’appelle ’application coordonnées.

Démonstration. — Pour montrer la linéarité, nous avons deux points & montrer.
1. o(u+v) = ¢(u) + ¢(v) pour tout u,v € V.
Supposons que © = A\1by + ...+ Apby et v = p1by + ..+ by
Alors u4v = (A1 + p1)by + ... + (A + )b,
A1+ A1 1
d’ont p(u+v) = : =1+ || =e)+e) pour tout u,v e V.
An + pn An Hon,

2. (M) = Ap(u) pour tout u € Vet A € R.
Comme Au = AA1by + ...+ b)) = (A1) + ...+ (AN,
AN A1
ona:pAu)=| 1 | =X| | =Ap(u) pour tout u € Vet A€ R
A, An

— L’application est bijective car I'écriture v = A\1by + ... + Apb, est unique.

Remarque importante 4.71

Ce théoreme nous indique que des lors qu'une base a été choisie, ’application coordonnée
fournit sans ambiguité (bijectivement) un dictionnaire qui traduit les éléments d’un espace
vectoriel de dimension n quelconque, vers des vecteurs de R™.

Par conséquent, tout ce qui a été vu dans les chapitres précédents, ou les seuls espaces vectoriels
considérés étaient du type R™ (ou R™, etc.) va pouvoir étre traduit et adapté aux espaces
vectoriels quelconques de dimension finie.

Notamment I’existence d’une matrice associée & une application linéaire !

Soit maintenant W un espace vectoriel de dimension m > 0. Soit B = (wy, wa, . . ., Wy,) une
base de W.
De méme que pour ¢, 'application ¥ : W — R™ est linéaire et bijective.
w o [w]p

Considérons maintenant une application linéaire T : V — W
Nous avons

=T(Mb1)+ ... +T(A\pby) par linéarité
=MT(b1)+...+ X\ T(by) par linéarité

Cette expression nous dit qu’il suffit de connaitre tous les T'(b;) pour connaitre T'(v), pour
tout v e V.
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Nous avons le schéma suivant :

vev —L s WsT@)

La fleche en pointillets correspond a une application linéaire de R™ dans R™. Elle a donc une
matrice qui lui est canoniquement associée, A. Autrement dit, A est la matrice de taille m x n
telle que

[T(v)ls = Alv]s

Nous avons vu que les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base canonique de
R™, par l'application linéaire de R"™ dans R™ qui lui est associée.

0

—> _> *
Comme par construction b; =0-by+---+1-b;4+---+0-b, ona [b|g= |1 e

0

On peut donc restreindre le graphique précédent aux b; :

— —
€ ~ T > [T(b;)]s
%
L’image de e; est donc [T'(b; )]z pour i =1,...,n.

Nous avons donc motivé la définition suivante.

Définition 4.72 Matrice associée a une application linéaire

Soit T : V. — W une application linéaire. Soit B = (b1,...,b,) une base de V et B =
(w1, ..., wm,) une base de W.

La matrice de taille m x n dont la i-eme colonne est le vecteur de coordonnées dans la base
B’ de I'image par T du i-éme vecteur de la base B est appelée matrice associée a l'application
linéaire T par rapport aux bases B de V et B’ de W, notée A?B :

ABB_ [[T(b)]s [Th)ls - [T(bn)]s]

Nous avons ainsi : /
[T(v)]g = ABB[v]g  pour tout v € V.




